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CAPITOLO 1

Equazioni alle differenze

1.1 Equazioni alle differenze lineari del primo ordine
Definizione 1.1.1. Un’equazione alle differenze del primo ordine & un’equazione del tipo

(1.1) Yns1 = f(n,yn), m=0,1,2,...

Si dice che la (1.1) ¢ lineare se f ¢ una funzione lineare di y,,, altrimenti ¢ detta non lineare.
Una soluzione della (1.1) ¢ una successione

n = Yn, n=0,1,2...

che soddisfa I’equazione per ogni valore di n.
Oltre all’equazione si puo dare anche una condizione iniziale (o valore iniziale)

(1'2) Yo — a, a € R.
Esempio 1.1.1. L’equazione
yn+1:3y7z_57 n:O,l,Q,...

é un’equazione alle differenze lineare del primo ordine. Assegnando la condizione iniziale
Yo = 1 si ottiene la successione

Yo= 1,11 = =2,y = —11,y3 = =38, y4 = —119,y5 = —362, ...
Esempio 1.1.2. L’equazione
Yns1 =3Yn> —5, n=0,1,2,...
¢ un’equazione alle differenze non lineare del primo ordine.
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2 CAPITOLO 1. EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE

Nel seguito di questo paragrafo tratteremo equazioni alle differenze lineari del primo ordine
a coefficienti costanti, ossia indipendenti dal valore dell’indice n e quindi del tipo

Ynt1 = f(yn), n=0,1,2...
che possono essere scritte pitt semplicemente come
(1.3) Yni1=¢q Yo +d,, n=0,1,2,..., ¢qd€eR.
Definizione 1.1.2. L’equazione (1.3) & detta omogenea se d = 0, inomogenea se d # 0.

Le equazioni alle differenze del primo ordine sono equazioni ricorsive: per conoscere ¥,
bisogna conoscere y,,, per conoscere y, bisogna conoscere y,_1, per conoscere ¥,_1 bisogna
conoscere ¥, o, eccetera. Si vorrebbe avere un metodo per calcolare y,, 1 direttamente.

Teorema 1.1.1. L’insieme delle soluzioni dell’equazione alle differenze lineare omogenea
di primo ordine

(1.4) Yni1=q Yo, n=0,1,2,..., ¢g€R
¢ [insieme delle successioni geometriche
Yn=¢q" Yo, n=12..., yo€R.
DIMOSTRAZIONE. Dalla (1.4) segue:
Y1 =4 Y
Y2=q-y1 =4 Yo
Yn = 4" - Yo.

Si dimostra facilmente (per induzione completa) che dunque ogni soluzione della (1.4) &
una successione geometrica. U

Esempio 1.1.3. Sia data ’equazione alle differenze lineare omogenea di primo ordine
Yn+1 = 2Yn, n=0,1,2...
Allora le sue soluzioni sono le successioni geometriche di termine generale
Yn =2"yo, Yo €R.
Passiamo ora allo studio delle equazioni alle differenze lineari inomogenee di primo ordine
(1.5) Yne1 =q Yo +d, n=0,1,2,..., geR, deR"

Vorremmo poter trovare le soluzioni di tali equazioni per poter rispondere agevolmente a
quesiti come quelli posti nel prossimo esempio.
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Esempio 1.1.4. Una popolazione di api perde, durante i mesi estivi, settimanalmente il
20% delle operaie presenti all’inizio della settimana. Ogni settimana pero si aggiungono
alla popolazione 7’000 giovani operaie. Si ha dunque ’equazione alle differenze

Ynt1 = Yn - 0.8 47000, n=0,1,2...

dove g, € il numero delle api operaie al momento iniziale dell’osservazione, mentre y,, ¢ il
loro numero dopo n settimane. Sia yo = 20'000.

1. Quale sara il numero delle api dopo 12 settimane?

2. Quante nuove api si dovrebbero aggiungere ogni settimana, se dopo 12 settimane si
vuole ottenere una popolazione doppia?

Risolviamo ora la (1.5). Sia g # 1 (altrimenti si ottiene una successione aritmetica e quindi
Yn = Yo +n-d). Cerchiamo dapprima una soluzione particolare semplice e cioé la soluzione
costante

Yp=0a, n=0,1,2..., ael.
Sostituendo nella (1.5) otteniamo
a=q-a+d,
da cui
d
o=—:
l—gq

Sia ora o, Y1, Y2, - - - una qualsiasi altra soluzione della (1.5). Sottraendo membro a membro

le due soluzioni si ottiene
Y1 —a=¢q-(yp —a), n=0,1,2...

e, ponendo
Zn =Y —a, n=20,1,2...,

si ottiene la seguente equazione alle differenze lineare omogenea di primo ordine
Zntl1 =q - 2Zn, n=0,1,2...

le cui soluzioni sono del tipo
Zn=q"-A, mn=0,1,2...

dove A & una costante che dovra essere scelta opportunamente (condizione iniziale). Segue
quindi
Yp=a+q¢"-A, n=0,12...

ed infine la soluzione generale sara data da

d
(1.6) yn:1—+q”-A, n=0,1,2...
—4q
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Effettivamente per n = 0,1,2... si ha:
i =a+¢A=qgatd+q"  A=q-(at+ ¢ A)+d=q -y, +d

Fissata la condizione iniziale yq si avra una soluzione univoca:

=——+A
Yo 1 — q + 4,
da cui p
A=yo— 1—4
Sostituendo il valore trovato di A nella (1.6) si ottiene infine:
d d
1.7 S e L
(1.7) =g T (yo 1_q)

Abbiamo cosi dimostrato:

Teorema 1.1.2. La soluzione esplicita dell’equazione alle differenze lineare inomogenea
di primo ordine

Yni1=¢q Yo+d, n=0,1,2..., geR, deR"

¢ data da:

d d
Yn=—"—+¢" - (Y90o——— |, se ¢#1
1—g¢q I—gq

Yn=Yo+n-d, se ¢q=1

n=0,1,2,...

Osservazione 1.1.1. La dimostrazione data per il teorema 1.1.2 non é forse la pit sempli-
ce ma rispecchia un modo di procedere che incontreremo anche nella risoluzione di alcuni
tipi di equazioni differenziali. Un’altra dimostrazione del teorema 1.1.2, sempre nel caso
q # 1, si basa sul metodo di induzione e sulla formula della somma dei primi n termini di
una successione geometrica:

Y1 =q Yo +d
pw=q-n+td=q- (¢-w+d)+d=¢ y+d (1+q)
Ys=q-yo+td=¢"yo+d-(1+q+q°

Un=q" yo+d - Q+q+¢@+.. . +¢"")=¢"y+d- g
Si verifica poi facilmente che
1—q"
1.8 n=q" - d-
(1.8) Yn=10q Yo+t 1—q

¢ equivalente alla (1.7).
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Esempio 1.1.5. (continuazione dell’esempio 1.1.4) Grazie al teorema 1.1.2 possiamo ora
rispondere alle domande poste nell’esempio 1.1.4.

1. La soluzione generale dell’equazione alle differenze posta é data da:

7000
1-0.8

7000
1-0.8

Yn +(0.8)" - (20’000 — ) = 35000 — 15’000 - (0.8)"

e, ponendo n = 12 otteniamo:

Y12 = 35’000 — 15’000 - (0.8)'* = 33'969.

2. Con 7’000 nuove api per settimana non si raggiungera mai un numero doppio, ma la
popolazione si avvicinera sempre pitl, con il crescere di n, al valore 35’°000.

Per avere y;5 = 40’000 deve valere:

d d
40/ = — )12 (200000 — —
0°000 0.2+(0 8)** - (20000 0'2),

da cui d = 8295.

Esempio 1.1.6. In occasione del ritrovo annuale dei premi Nobel sull’isola di Mainau,
Werner Heisenberg (Premio Nobel per la fisica nel 1932) siedeva accanto a Manfred Eigen
(Premio Nobel per la chimica nel 1967), durante il banchetto ufficiale.

Heisenberg aveva davanti a sé un bicchiere di vino rosso Petrus, Eigen un bicchiere di vino
bianco Montrachet; entrambi i bicchieri contenevano 1 dl di vino. Ad un certo momento
Heisenberg prende un cucchiaio del suo Petrus (1 cl) e lo versa nel bicchiere di Eigen,
mescolando poi per bene; Eigen ripete l'identica operazione dal suo bicchiere. L’intero
processo si ripete un numero indefinito di volte.

Verso quale valore limite tendera la quantita di vino Petrus nel bicchiere di Heisenberg?
Siano:

e p, idl di vino Petrus nel bicchiere di Heisenberg dopo n operazioni;
e m, idl di vino Montrachet nel bicchiere di Eigen dopo n operazioni.

Allora

9 1
pn+1:E'pn+ﬁ’(mn+0-1'pn)
e, poiché p, + m, = 1 per ogni n € N
9 1 9 1
n = T4 " Pn _]-_n O]-n:_n P
Prir =15 Pt 7 (U =pn+01pn) = 9P+ o3

da cui

_L 1 (oY
Pr=3575"\11) -
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Siccome (%)n — 0 per n — +oo la quantita di Petrus contenuta nel bicchiere di Heisenberg

tendera verso % al crescere di n.

In entrambi i bicchieri, dopo infinite operazioni, meta del vino sara dunque Petrus e meta
Montrachet (facendo sicuramente inorridire Sommeliers, Gran Coppieri e tutti i degustatori
del buon vino .. .).

Esercizio 1.1.1. Si consideri 'equazione (1.7) oppure la (1.8). Qual ¢ il comportamento
di y, per n — oo? Trattare separatamente i casi seguenti:

1. ¢g>1;
2. 0<qg< 1,

3. —1<qg<.

1.2 Equazioni alle differenze lineari di secondo ordine

Definizione 1.2.1. Un’equazione alle differenze del secondo ordine ¢ un’equazione del
tipo

(19) Yn+1 :f<n7yn7yn—1)7 n = 1727"’

Si dice che la (1.9) ¢ lineare se f & una funzione lineare di y,, e di y,,_1, altrimenti & detta
non lineare. Una soluzione della (1.9) & una successione

n—4yY,, n=172 ...

che soddisfa ’equazione per ogni valore di n.
Oltre all’equazione si possono dare anche le condizioni iniziali

(110) Yo = Qp, Y1 = a1, agp, a1 € R.
Esempio 1.2.1. L’equazione
Ynt1 = 3Yn +2Un—1—5, n=12,...

é un’equazione alle differenze lineare del secondo ordine. Assegnando le condizioni iniziali
Yo = 1 e y; = —1 si ottiene la successione

Yo = 17y1 = _1’y2 = _6ay3 = _257y4 = _92ay5 = _3317 s

Esempio 1.2.2. L’equazione

yn+l:3yg+ _5a n:1727"'

2yn71

¢ un’equazione alle differenze non lineare del secondo ordine.
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Nel seguito tratteremo equazioni alle differenze lineari del secondo ordine indipendenti dal
valore dell’indice n, ossia equazioni del tipo

Yni1 = f(YnsYn_1), n=1,2...

che possono essere scritte pitt semplicemente come
(1.11) Yni1=b-yp+c-yo1+d, n=12..., bdeR, ceR"
Definizione 1.2.2. L’equazione (1.11) ¢ detta omogenea se d = 0, inomogenea se d # 0.

Le equazioni alle differenze del secondo ordine sono equazioni ricorsive pitt complicate
di quelle del primo ordine poiché per conoscere y,.1 bisogna conoscere ¥, € ¥, 1, per
conoscere v, bisogna conoscere ¥, 1 € Y,_2, PEr conoscere y,_1 bisogna conoscere ¥, o €
Yn—3, €ccetera. Si vorrebbe avere un metodo per calcolare y,, 1 direttamente.

Esempio 1.2.3. Leonardo Pisano, detto Fibonacci, propose attorno al XII secolo ai suoi
studenti il seguente problema:

Un certo tipo di coniglio diventa adulto (sessualmente, cioé in grado di ripro-
dursi) all’eta di un mese. Da una coppia divenuta adulta, dopo un mese, nascera
un’altra coppia che a sua volta dopo un mese diverra adulta e cosi via di mese
in mese. Al momento n = 0 arriva una coppia di conigli in una regione fino a
quel momento disabitata da altri conigli; al momento n = 1 (dopo un mese)
ci saranno due coppie (la vecchia e quella appena nata). Come si evolvera la
popolazione F;, delle coppie di conigli, premesso che nessuno muoia?

Ol 2 Cy, 02 ~ Cs, 03
Ci ~ cg, Oy~ 7, O3~ cg, Cy, Cs

’ n ‘ coppie di conigli ‘ F, ‘
0 Ch 1
1 Cl ~> C9 2
2 Cl ~> C3, CQ 3
3 )
4 8

Nella tabella precedente le coppie di conigli indicate con la lettera maiuscola sono da
ritenere adulte, quelle con la lettera minuscola no. Con il simbolo C; ~ ¢; nella k-esima
riga della tabella intendiamo: la coppia C; ha generato la coppia c¢; al tempo k. La tabella
ci fa supporre che ’evoluzione della popolazione dei nostri conigli puo essere descritta dalla
successione ricorsiva

(1.12) Fopr=F,+F, 1 n=123,...

Poiché nessuna coppia di conigli muore, le F;, coppie presenti al momento n, sono presenti
anche al momento n + 1; inoltre le coppie che al momento n sono diventate adulte si sono
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riprodotte: queste sono le coppie Fj,_; che vivevano gia al momento n — 1. Con l'aiuto
dell’equazione ricorsiva si possono calcolare:

F;=8+5=13
Fe =13 +8=21
[, =214+13=34

Questa successione di numeri, conosciuta come la successione di Fibonacci, si incontra
considerando altre realta della natura, come ad esempio nella disposizione delle foglie
lungo i rami di molte piante oppure nel numero di petali di alcuni fiori (per esempio per
le margherite: 34, 55 e 89 petali).

Vogliamo risolvere ora I’equazione (1.12) che é un’equazione alle differenze lineare omogenea
di secondo ordine.

Ammettiamo che

F,=q¢"-F, n=012 ..., FeR"

sia una soluzione. Allora:
T Fo=q" Fo+ 4" Ry,

ossia
" —q-1)=0.
L’equazione ¢> — g — 1, detta equazione caratteristica, possiede le soluzioni

_ 15 15

2 2=

q1

Sostituendo nell’equazione (1.12) si puo verificare che con i valori di ¢ la soluzione generale
assume la forma

F,=q¢' - A+q¢;-B, n=0,1,2,..., A BeR.

Siccome Fy =1 e F} = 2 possiamo determinare i valori per le costanti A e B:

1=A+B
2:1+2\/5~A+1_2\/5~B

da cui segue:

1 3 1 3
A= 2. B—-_2" .5
2+10 V5 e 5~ 10 NG

La soluzione dell’equazione alle differenze (1.12), che equivale alla formula esplicita della
successione di Fibonacci, ¢ dunque:

ww e () (e () (i)
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Calcoliamo per esempio ags:

Py — <1+2\/3>32, (%Jr%\/g) . (1—2\/5)32' (%_1%\/5>

>~ (1.6180339)%% - 1.1708 — (—0.61803)* - (—0.17082) =2 5'702'875.

Il valor esatto, calcolato con la formula ricorsiva, & Fs, = 5702'887: l’errore & dovuto
all’approssimazione per i valori ¢; e ¢s.

Osservazione 1.2.1. Spesso si costruisce la successione di Fibonacci partendo dai termini
iniziali Fy =0e F; = 1:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55,
Adottando la definizione seguente

FO =0
F1 =1
Fn = n—1+Fn—27 n:2,3,...

si puo dimostrare che I'n—esimo numero di Fibonacci F;,, si pud ottenere dalla formula
seguente, nota come formula di Binet:

1 1+v5)  [1=v5\"
P () (5 e

Ovviamente la formula di Binet, fatti gli opportuni aggiustamenti degli indici, ¢ equivalente
alla (1.13).

Osservazione 1.2.2. Esistono molte formule e relazioni suggestive che riguardano la suc-
cessione di Fibonacci. Riportiamo solo la seguente che si dimostra facilmente per induzione

(esercizio!):
1 1\" (F.. F, -
L) £ e
con Fp:=0e I} :=1.

n+1

Esercizio 1.2.1. Calcolare il rapporto per n — oo.

n

Esempio 1.2.4. (Modello preda—predatore)

In un certo habitat una specie, considerata preda, si riprodurrebbe con un tasso di valore
4 in assenza di un’altra specie, considerata predatrice.

Siano:
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e qy il numero di prede della generazione k;

e b il numero di predatori della generazione k.

Vale il modello:
Ak+1 = 46Lk - 200bk+1, k= O, 1, 2, ce
bk—i—l = 0.01ak_1 + bk, k= 1, 2, Ce

che ammette che ogni predatore mangia 200 prede e che ad ogni 100 prede corrisponde un
aumento di un’unita della specie predatrice, la quale perd diventa attiva (in grado cioé di
riprodursi) solo dopo due generazioni.

Scriviamo dapprima l’equazione per la preda nella forma

ar = 4ag_1 — 2000y, k=1,2,...
e la sottraiamo dall’equazione originale, ottenendo:
(1.14) agr1 — ap = 4(ag — ag—1) — 200(bg1 — br), k=1,2,...
Dall’equazione per il predatore si ricava
bry1 — b = 0.01ag_q, E=1,2,...
che, sostituita nella (1.14), fornisce
ap+1 = dag — 6ag_1, k=1,2,...

ossia un’equazione alle differenze del secondo ordine lineare omogenea, la cui equazione
caratteristica e
2
q —5Hq+6=0,

con le soluzioni
g =3 (S g =2.

La soluzione generale sara dunque

ay=A-3"+ B2 A, B R, k=0,1,2,...

Fissando le condizioni iniziali ag = 1’000 e a; = 2’000 possiamo risolvere il sistema

1'000=A+ B
2'000 =3A+ 2B

da cui
A=0 e B =1'000 .

Si ottiene cosi:
ar, = 1'000 - 2, k=0,1,2,...
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ossia le prede raddoppiano il loro numero di generazione in generazione (crescita esponen-
ziale).
Per i predatori risulta poi:

1 1
== — ak*l —_——_—

50 200
Da osservare che basta una piccola modifica ai valori iniziali per avere un andamento

completamente diverso della crescita delle due popolazioni. Scegliendo per esempio le
condizioni iniziali ag = 1’000 e a; = 1’900 si trovera A = —100 e B = 1’100, da cui

by cap =5 -2F, k=1,2,...

ar = —100 - 3¥ +1'100 - 2%, k=0,1,2,...
Si verifica facilmente che le prede scompaiono (a; < 0) dopo solo sei generazioni.

Esercizio 1.2.2. Studiare, usando MAPLE, 'andamento delle soluzioni del modello del-
I’esempio 1.2.4 in funzione della scelta valori iniziali ag e aq1: provare con diverse coppie di
valori iniziali e rappresentare graficamente le soluzioni; interpretare poi tali grafici.

1.3 Equazioni alle differenze lineari inomogenee di se-
condo ordine

Possiamo scrivere un’equazione alle differenze lineare inomogenea di secondo ordine nella
forma

(1.15) Yps1 =b-yp+c-yp_1+d, n=12..., bdeR", ceR.

Come per le equazioni del primo ordine, si puo dimostrare che I'insieme delle soluzioni della
(1.15) ¢ dato dalla somma di una soluzione particolare della (1.15) con tutte le soluzioni
della relativa equazione omogenea

(1.16) Yni1=b-yp+c-yo_1, n=12,..., beR" celR.

Per ottenere una soluzione particolare della (1.15) scegliamo, come gia fatto in precedenza,
una soluzione costante y, = « (n =0,1,2,...); deve dunque valere

a=b-a+c-a+d,
e cioé
B d
“= 1—(b+c)’

Dobbiamo distinguere i casi seguenti:
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e se b+ ¢ # 1 allora
Yn =0, n=0,1,2,...

¢ effettivamente una soluzione costante.
e se b+ ¢ =1, sostituiamo b = 1 — ¢ nella (1.15):
Yni1=1—¢) Yyp+c Y1 +d, n=12,...

ossia
yn+l_yn:_c'(yn_yn—l)+da n:172a--'

Ponendo
“n = Yn — Yn—1, n:1727"’

si ottiene ’equazione alle differenze lineare inomogenea di primo grado
Zni1=—C-Zpn+d, n=12 ...

che, come visto nel paragrafo precedente, ha la soluzione particolare (costante)

Zn = , n=12..., c#—1

Siccome
2+ 2+ .o+ 2 =Y — Yo n=12...

e scegliendo yy = 0 (possiamo fare questa scelta perché ci interessa una qualunque
soluzione particolare della (1.15)) otteniamo la soluzione particolare

n-d
n = , n=0,1,2,..., c#—1.
Y 1+c 7
Se invece ¢ = —1, e quindi b = 2, I'equazione (1.15) si puo scrivere come

yn+l_yn:yn_yn—l+da n:172a"'
cloé
Zni1 =2n+d, n=12 ...

Una soluzione particolare dell’ultima equazione ¢ z, =d (n =1,2,...) e quindi, con
Yo = 0, segue:

Yn=21+20+23+...+2,=d+2d+3d+...+n-d, n=12,...,

da cui 4 .
yn:—-n-gw ) w012 .

Per la soluzione generale della (1.15) vale dunque:
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Teorema 1.3.1. Le successioni che soddisfano ’equazione alle differenze lineare inomo-
genea di secondo ordine

Yni1=b-yp+c-yp1+d, n=12,..., bdeR* ceR
possono essere scritte nella forma
Yn =0, +yr, n=0,1,2,...
dove ¥, € una soluzione particolare ey, e una soluzione della relativa equazione omogenea
Yni1=b - Yn+cC-yYp1, n=12,..., beR" ceR.
Esempio 1.3.1. L’evoluzione di una popolazione é descritta dall’equazione
(1.17) Ynil =Yn — Yn_1+2, n=12 ...

In ogni intervallo di tempo, di lunghezza 1, nascono due giovani animali (o 2/000, se I'unita
di misura ¢ 1’000) e dal momento n al momento n + 1 ne muoiono tanti quanti ne erano
presenti al momento n — 1. Fissiamo yy = 2 e y; = 3 e studiamo lo sviluppo della
popolazione.

Mediante ’equazione alle differenze (1.17) calcoliamo dapprima:

y2:37 y3:27 ay4:17 y5:17 y6:27 y7:37

Poiché
Y6 = Yo, Y7 = Y1,
si ripetono ancora gli stessi valori: abbiamo cosi una soluzione periodica di periodo 6 (poiché

Ynt+6 = Yn Pern =0,1,2,.. )
Una soluzione particolare €
Y,=2, n=0,1,2,...,

mentre I’equazione omogenea relativa

Yn+1 = Yn — Yn—1, n:1,2,...

ha l'’equazione caratteristica
¢ —q+1=0,

le cui soluzioni sono date da

1+i-v3
=——— &€

C1-i-v3
: = .

q1 5

q2

La soluzione generale dell’equazione (1.17) & dunque

1+i-\/§)”+3_<1—i-\/§

=2+ A-
Y + ( 2 2

) . A BeC.
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Con yp = 2 e y; = 3 possiamo ricavare A e B:

=2+ A+ B
1+1- 1—1- )
g9 LFVB L 1-1-V3
3 3
da cui /3 /3
3 3

La soluzione esplicita della (1.17) ¢ dunque:

(4 (=49

3
=92 — \/?_i - [(cos 60° + isin 60°)" — (cos 60° — isin 60°)"] =

=2— \/?gi - [cos(n60°) 4 isin(n60°) — cos(n60°) 4 isin(n60°)] =
2
=2+ g\/gsin(n(i()o) :

Osservazione 1.3.1. Malgrado nei nostri calcoli precedenti siano entrati in gioco i nu-
meri complessi, alla fine abbiamo ottenuto ancora dei numeri reali (come deve essere per
delle quantita che rappresentano una popolazione): i numeri complessi sono un comodo
strumento di calcolo, come potremo constatare nuovamente pit avanti nello studio del-
le equazioni differenziali e non una teoria matematica astratta senza alcuna applicazione
pratica e neppure uno strumento di tortura per gli studenti liceali!

1.4 Equazioni alle differenze non lineari del primo ordi-
ne

Nella risoluzione delle equazioni alle differenze lineari del tipo (1.3) la soluzione costante
Un = Q n=20,1,2,...

svolgeva un ruolo importante. Questa soluzione stazionaria ¢ detta soluzione stazionaria
o punto d’equilibrio del sistema dinamico.
Se y, (n=0,1,2,...) & una soluzione della (1.3) e vale la condizione |¢| < 1, dove ¢ & una
radice dell’equazione caratteristica, allora

lim y, = a.

n—oo
Se questo valore « viene raggiunto per dei valori iniziali yy che appartengono ad un intorno
I di « si dice che 'equilibrio € asintoticamente stabile: cio significa che quando il sistema
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viene leggermente distolto da un suo punto d’equilibrio, esso tende a ritornarvi. Se invece
il sistema, dopo essersi spostato, anche solo leggermente, continua ad allontanarsi, si dira
che in quel punto I'equilibrio & instabile.

Osservazione 1.4.1. Il comportamento di un sistema dinamico puo essere immaginato
come una pallina che viene fatta rotolare su un plastico, nel quale le buche rappresentano
i punti d’equilibrio stabili e i picchi indicano i punti d’equilibrio instabili.

Per le equazioni del tipo (1.3) la condizione |g| < 1 ¢ necessaria e sufficiente per la stabilita
asintotica. Si puo verificare facilmente che:

e se 0 < ¢ <1 allora y, — « in modo monotono;
e se —1 < ¢ < 0 allora y, — a in modo oscillatorio.

Esercizio 1.4.1. Risolvere e rappresentare graficamente la soluzione dell’equazione
Yni1 = —0.4 -y, + 2, n=0,1,2,...
con la condizione iniziale y, = 10.

Consideriamo ora una forma pitt generale di un’equazione alle differenze del prime ordine:

(1.18) Y1 = flyn), n=0,1,2,...

dove f é una funzione reale. In generale f non ha carattere lineare o affine ed & quindi
detta equazione alle differenze non lineare del primo ordine.

Osservazione 1.4.2. Da notare che la successione definita dalla (1.18) puo anche essere
scritta nella forma seguente:

vo, v1=[(w), v2=f(f(w0)), ws=F(f(f(w0)) -

Esempio 1.4.1. (Modello logistico discreto)
La densita di una popolazione in un certo habitat puo essere descritta al momento ¢t = n
con y,, dove

(1.19) Ynil — Yn =T Yn, n=0,1,2,...

r &1l tasso d’incremento demografico (differenza tra il tasso di natalita e il tasso di mor-
talita) che per semplicita si puo supporre costante. In questo caso si ottiene il modello
malthusiano

yn—&—l:(l"’r)'yna n=20,1,2,...

a notare che con 1l modello malthusiano si puo descrivere anche ’evoluzione di un capitale
d t h | dell lth d he ’'evol d tal
Yo con un tasso d’interesse composto 7).
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In un qualsiasi ecosistema, nel quale il territorio e le risorse alimentari sono limitate, ¢
plausibile ammettere che il tasso di crescita diminuisca al crescere della densita di individui
presenti nel territorio stesso.

Un modello che tiene conto di questi fattori & descritto dall’equazione logistica (formulata
da Verhulst nel 1836)

yn+l_yn:7"'(1_y?n>'yn, n=20,1,2,...
cioe
(1.20) ynﬂz(lw).yn—%.yg, n=0,1,2,...

In questa equazione r rappresenta il tasso di crescita intrinseca e K € chiamata capacita
portante che, a dipendenza delle caratteristiche di un certo habitat, stabilisce il punto
d’equilibrio del sistema dinamico.

Se la capacita portante € grande e la densita della popolazione ¢ ridotta la crescita resta, con
buona approssimazione, malthusiana (il termine % ¢ molto piccolo e quindi trascurabile).
L’equazione logistica (1.20) non puo essere risolta esplicitamente, ma € unicamente possibile
calcolare tutti i termini y,, in modo ricorsivo. Questa impossibilita di dare una soluzione
esplicita si incontra nella maggior parte dei problemi non lineari: la matematica offre
pero strumenti per ottenere delle proprieta delle soluzioni anche quando queste non sono
conosciute esplicitamente.

Per analizzare il comportamento dell’equazione logistica (1.20) vediamo due possibili ap-
procci: uno geometrico e ’altro analitico.

- — — )

Figura 1.1: Punto fisso di una funzione.

1. Approccio geometrico.
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L’equilibrio di un sistema dinamico descritto dall’equazione (1.18) ¢ un valore y € R
per il quale vale

Yn =, n=0,1,2...
dunque
y=f©)
L’equilibrio & cioé un punto fisso della funzione f (vedi figura 1.1).

Nel caso dell’equazione logistica (1.20) la funzione f & una parabola aperta verso il
basso (vedi figura 1.2).

- — — — — ] - - - - = =

- — — — —

Q

v

Figura 1.2: Iterazione grafica.

Dalla figura 1.2 si puo notare che:

escl <y < K-(1+ %) allora g, tende verso l’equilibrio K con andamento
oscillatorio: lim y, = K.

n—oo

e seyy > K-(1+ %) allora si va verso la catastrofe, cioé verso l'estinzione della
popolazione.

2. Approccio analitico.

I metodo consiste nel determinare una soluzione particolare (un equilibrio) e nello
studiare come reagisce il sistema a perturbazioni sufficientemente piccole.

Nel caso dell’equazione logistica prendiamo in essame la natura dell’equilibrio 7 = K:
consideriamo dei valori iniziali yo vicini a K e ci chiediamo se l’evoluzione della
popolazione andra verso la situazione di equilibrio oppure se ne allontanera.
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Se la funzione f & derivabile essa pud essere approssimata, in un intorno di K, dalla
sua linearizzazione (y = f(x) ¢ sostituita dalla sua tangente nel punto x = K):

fl@) ~ f(K) + f(K) - (z - K).

Poiché
f(K)=K e f(K)y=1+r—2r=1—r

'equazione (1.20) linearizzata diventa
(1.21) Ynt1 =K+ (1 —71)- (y, — K), n=0,1,2...
cloe

Ynt1 — K =(1—-7)(y, — K), n=0,1,2,...

che ¢ un’equazione lineare del tipo (1.3).

Yo — K (n=0,1,2,...), & una successione geometrica di ragione 1 — r, dunque se vale la
condizione |1 —r| < 1 segue lim y, = K.
n—oo

L’equilibrio 4 = K dell’equazione logistica & asintoticamente stabile se 0 < r < 2.

Osservazione 1.4.3. La condizione |1—r| < 1 puo anche essere espresa come | f'(K)| < 1.

Teorema 1.4.1 (Teorema di stabilita asintotica). Sia 7 € R un equilibrio dell’equa-

zione

yn—l—l:f(yn); n:07172a"'7

dove f & una funzione reale continua e deriwabile in un intorno 1(y). Allora:

1.

2.

3.

se |f'(y)| < 1 esiste un intorno 1(y) tale che pern =0,1,2,...:

vwelly) = y.€ly)

0ssia:
welly) = lmy, =7y

(dunque § ¢ asintoticamente stabile );
se |f'(y)| > 1 Uequilibrio § ¢ instabile;

se |f'(§)| = 1 non si pud concludere nulla sulla stabilita del sistema (non si hanno
sufficienti informazioni).

DIMOSTRAZIONE. 1. Visto che f é derivabile vale:

fW)=f@+1@ -9 +Wy—7) - <)), con lime(y) =0.

Y=y
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Poiché 5 = f(y) l'equazione y,+1 = f(y,) puo essere scritta nella forma

yn-i—l_y:f/(y)'(yn_g)+(yn_y)'5(yn)v n=0,1,2,..;

dato che |f'(y)] <1 e lime(y) =0, esistono 6 > 0 e 0 < h < 1 tali che:
Yy

y—
=Yl <0 = [f'm) +elya) <h <T.
Ne risulta che
e =l <0 = |Yurr =TI = [f' @) +ea)l - [gn =Yl < hlyn =7 <lyn =7 <6 .
In particolare se |yo — 7| < J allora:
Yo =Yl <h" - lyo =7l — 0, pern — o0,

ossia

limy, =7.

2. Per esercizio (si procede in modo analogo a quanto fatto sopra: esistono ¢ > 0, h > 1
tali che

o =91 <0 = |Ynr1 =Yl Zh-lyn =7 ).
3. Basta considerare gli esempi seguenti:
o fly)=y—y> f(0)=1. Se 0 <y, <1 allora (per induzione):
0<Ynt1=Yn—Yo=Yn- (1 =92) <tp, n=0,1,2,...

Se 0 < yg < 1 allora y,, ¢ monotona decrescente e limitata, dunque convergente.
Dunque |f'(y)| = 1 e ¥ & asintoticamente stabile.

e f(y)=y+y> f(0)=1. Sey, # 0 allora:
Yort] = lyal - L+ 90 > [yl n=0,1,2,..5
in particolare se yq # 0:
9nl > |vo| - 1+ 92" — 00, pern — oco.

Dunque |f'(y)| = 1 e 7 ¢ instabile. O
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CAPITOLO 2

Equazioni differenziali

2.1 Sistemi dinamici in tempo continuo

Abbiamo visto finora ’evoluzione di un sistema come processo discreto: la dinamica del
sistema si supponeva avvenisse a “salti” (giorni, mesi, anni, generazioni, ...). In molti
casi tuttavia il processo ha luogo con continuita, o per lo meno puo essere considerato tale
(moto di un corpo, popolazioni che si modificano molto rapidamente, ...). In questi casi
il modello matematico non utilizza pit le equazioni alle differenze ma ricorre alle equazion:
differenziali.
[lustriamo il passaggio dal discreto al continuo con 'esempio dell’equazione logistica

Yn
(2.1) ynH—yn:ryn(l—?) . n=0,1,2...
nella quale y,41 va interpretato come y(t + 1) e ¢ rappresenta il tempo.
Invece di considerare l'intervallo di tempo unitario, consideriamo l'intervallo di tempo At
e riscriviamo 'equazione (2.1) con y(t) al posto di y, e con At -r al posto del tasso di
crescita r:

y(t + At) —y(t) = At -r-y(t) - (1—%) ,
da cui
(2.2) yl + AAti —v0 _ - (1 _ %) |

Visto che il tempo ¢, a differenza di n che era un numero naturale, assume valori reali
possiamo immaginare che At diventi molto piccolo, ossia che At — 0. L’equazione (2.2)
diventa allora:

ot + 80— y(0] = a0+ (1- 52

21
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ossia:

(2.3) =1y (1 - i)

nella quale si usa la convenzione y = %.

La (2.3) & un’equazione differenziale del primo ordine poiché contiene la derivata prima
della variabile e non contiene derivate di ordine superiore.

L’equazione logistica, quando la capacita portante & illimitata (cioé quando K — o0) si

trasforma nell’equazione malthusiana

(2.4) y=ry.

Questa equazione indica che la velocita di variazione di una grandezza é direttamente
proporzionale alla grandezza stessa e questa ¢ una caratteristica di molti sistemi dinamici
(per esempio: il decadimento radioattivo oppure la crescita libera di popolazioni).

2.2 Risoluzione delle equazioni malthusiana e logistica

Consideriamo l'equazione differenziale (2.4) con la condizione iniziale y(0) = yo > 0. Essa
¢ detta, oltre che di primo ordine, anche lineare, poiché il secondo membro ¢ una funzione
lineare, e omogenea.

Il metodo che applichiamo per risolvere la (2.4), che puo essere utilizzato anche per risolvere
le equazioni differenziali non lineari come la (2.3), & detto metodo di separazione delle
variabili. Dapprima si fa in modo che la y appaia solo al primo membro dell’equazione:

y_
S=r.
Y
Dal calcolo differenziale sappiamo poi che
y d
= =—1 t
L Gl
¢ d
=—(rt+k
r=g (rt + k)

da cui segue
In|y(t)| =rt+k.

La condizione iniziale y(0) = yo permette poi di calcolare il valore della costante k:
In|y| =k .
La soluzione della (2.4) sara dunque:

(2.5) y(t) =yo-e" .
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Osservazione 2.2.1. Nella (2.5) abbiamo tralasciato il valore assoluto poiché siamo inte-
ressati a soluzioni positive.

Esempio 2.2.1 (Le falsificazioni di Van Meegeren). Nel 1945, alla fine della Secon-
da guerra mondiale, il pittore olandese Van Meegeren fu arrestato poiché sospettato di aver
venduto al gerarca nazista Goering la Donna presa in alduterio, un quadro di Jan Vermeer
(pittore olandese del XVII secolo). Dopo esser stato accusato di collaborazionismo con i
nazisti Van Meegeren comincio a diffondere, dalla prigione, la notizia che la Donna presa
in alduterio, I discepoli di Emmaus e altri presunti quadri di Vermeer erano dei falsi, di-
pinti da lui stesso. Solo grazie alla chimica si riusci a stabilire, nel 1967, che I discepoli
di Emmaus era un falso (nel frattempo un famoso museo aveva pagato 170’000$ questo
quadro, ritenendolo autentico!).

Dal numero di atomi di sostanze radioattive presenti nella pittura, come 1’ossido di piombo,
si puo stabilire se un quadro é veramente antico oppure se ¢ un falso. Se N(t) rappresenta
il numero di atomi presenti nella sostanza in esame al momento ¢, allora % rappresenta
la velocita di decadimento che, come ¢é noto dalla chimica, é proporzionale a N, con una

costante di proporzionalita A > 0 dipendente dalla sostanza:

dN
— =—-AN.
dt
La soluzione di quest’ultima equazione ¢
N(t)=Ny-e ™.

Da essa possiamo calcolare il tempo t* di dimezzamento della sostanza in questione:

N@) 1 Nee™

1
Ny 2 N, 2

da cui si ricava:

Per esempio:

| sostanza | t* (in anni) |
carbonio—14 5568
piombo-210 22
uranio—213 4.5-10"2

I valori di A e di N si possono ottenere facilmente, mentre Ny ¢ un’incognita, ma ci sono
metodi indiretti per trovarlo.

Consideriamo ora ’equazione logistica (2.3), con la condizione iniziale y(0) = yo > 0.

Dividendola per (1 — %) si ottiene:

y-(1—%)
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cioe .
Y Y
y K-y
ma . 4
Y
Z=—1 t
L= k()
e . 1
Y
= ——In|K —y(t)|;
Ty = K )

dunque la (2.3) puo essere scritta nella forma

d
—(Inly| -In|K —y|)=r

dt
da cui
In Y =rt+1.
K-y

Per t = 0 si ottiene

In ' Yo _

K — 1 7

quindi

Yy Yo ert

K-y K-y
da cui segue la soluzione
_ Kyo
oyt (K —yo) et

y(t)

2.3 Equazioni differenziali del primo ordine
Definizione 2.3.1. Un’equazione differenziale del primo ordine é un’equazione del tipo
(2.6) y'+al@)-y=flz), y0)=uy

dove a(zx) e f(x) sono due funzioni continue.

Visto che i modelli che prenderemo in esame saranno, in generale, sistemi dinamici, possia-
mo considerare come variabile dipendente della (2.6) il tempo ¢ e dunque riscriverla nella
forma

(2.7) ytat)-y=r11),  y0) =y

Definizione 2.3.2. Se nell’equazione (2.7) vale f(t) = 0 allora essa si dice omogenea,
altrimenti inomogenea.
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Consideriamo dapprima il caso a(t) = a = costante e f(t) = f = costante, ossia l’equazione
differenziale lineare del primo ordine a coefficienti costanti:

(2.8) ytay=1r, y0)=w.

Come per le equazioni alle differenze la soluzione di (2.8) si ottiene trovando dapprima la
soluzione dell’equazione omogenea

y+ay=f, y(0) =0,

che &

y(t)=C-e .

Un metodo per determinare la soluzione dell’equazione inomogenea ¢ chiamato metodo
della variazione della costante e consiste nel considerare la costante d’integrazione C' come
una funzione del tempo e riscrivere poi la (2.8):

y=C-e % —qC e,

dunque '
C’-e_“t—aw—l—ay:f,
=y
da cui
C=f- e
e, integrando:
C(t) :g-e“t—l—K

Se ne ricava cosl la soluzione

y(t) = (g-e“t+K> -e_“t:K-e_“t+£

e, considerando poi che dalla condizione iniziale y(0) = yy segue

onKﬂLi — szo—i,
a a

si ottiene che la soluzione della (2.7) sara:

y(t) = (yo - g) ety L

a

Esempio 2.3.1 (Infusione costante di sostanze farmaceutiche nel corpo). Indichiamo
con y = y(t) la quantita della sostanza presente nel corpo al tempo ¢; il processo ¢ descritto
con ’equazione differenziale

y=—ky+v, y(0) =wo ,
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o/k[ -~ T

Figura 2.1: Infusione costante di sostanze farmaceutiche nel corpo.

dove k ¢ il tasso di eliminazione della sostanza e v € il tasso di immissione costante. Se
all’inizio del processo si puo considerare yo = 0, la soluzione diventa (vedi figura 2.1):

y(t) = g, (1—e) .

I coefficienti a e f sono pero spesso variabili nel tempo perché legati a condizioni am-

bientali (temperatura, stagioni, ...). Anche in questo caso si risolve dapprima ’equazione
omogenea:
y=—a(t) -y,
da cui
G _ —a(t) dt,
Yy
e quindi

y(t) —C. effa(t) dt

e si applica poi il metodo della variazione della costante:

C-e leWd _ gy . ¢ e oD = _qt)y + f(2) ;
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dunque

CY _ f(t) . efa(t) dt

e, integrando, si ottiene la soluzione
y(t)=0C- e Ja(t) dt + o= Jalt)dt /f(t) cela®)dt g

Esempio 2.3.2 (Circuiti elettrici semplici). Consideriamo un circuito elettrico con una
resistenza R, un induttore L e una batteria F posti in serie.
Sappiamo che:

1. La batteria E fornisce una forza elettromotrice data da

E = Ey-coswt .

2. Un induttore di induttanza L produce una tensione Ej, che vale

df

E, =L . —.
L dt

3. Una resistenza R si oppone al passaggio di corrente, creando una tensione Fr data
da
Er=R-1.

La legge di Kirchhoff stabilisce che la somma algebrica delle cadute di tensioni presenti in
un circuito elettrico chiuso é nulla (la forza elettromotrice E fornita dalla batteria & uguale
alla caduta di tensione provocata dalla resistenza e dall’induttore):

Er+E, —E=0,

cioe
R-I+L-Q—E0-coswt20,
dt
ossia
g—l—ﬁ-lz%-coswt.
dt L L
Risolviamo l'ultima equazione rispetto a I = I(t). La relativa equazione omogenea
df R
ot
possiede la soluzione
I(t)=C-e "

e, con il metodo della variazione della costante, si ottiene:

R

. R 2
C‘e_f.t_Z'C_e—%'t_l_c.e_%'t:TO-COSMt,
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da cui 5
C = TO ccoswt - eL’ .
Si ha cosi g
C(t) = fo - /coswt et dt
e, integrando per parti:
E, :

C(t) = m-(l%-coswt—l—L-w-sinwt) el K
Dunque:

I(t) Eo (R t+ L inwt) + K -e o7

=———— (R-cosw cw - sinw e
R? + L2w?
e, con la condizione iniziale I(0) = 0, si ricava la soluzione
Eo

=

-(R-coswt+L~w-sinwt—R‘e’ 't> )

1) = R? + L2w?

2.4 Sistemi di equazioni differenziali lineari del primo
ordine

Esempio 2.4.1 (Eliminazione in due fasi di una sostanza organica). La sostanza y;
viene trasformata, per via di certi enzimi dell’organismo, dapprima in una forma y, che
verra poi eliminata attraverso una membrana cellulare (vedi figura 2.2).

ay a2
Y1 E— Y2 >
enzimi
membrana
cellulare

Figura 2.2: Eliminazione in due fasi di una sostanza organica.

Ammettendo che il processo avvenga come reazione chimica di primo ordine si pud formu-
lare il sistema

(2.9) {?Jl = -y , y1(0)

1 A
Yo = a1y1 — a2y , y2(0) =0
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La prima equazione ha soluzione
yi(t) = A-e ™
che, inserita nella seconda, fornisce
Yo=A-ar-e " —ays .
Quest’ultima ¢ un’equazione differenziale lineare non omogenea del primo ordine con
soluzione

A-a1

pa(t) = = - (7 — o)

Definizione 2.4.1. Un sistema di equazioni differenziali simultanee del primo ordine ha
la forma generale

yl = fl(tay17y27' <. ayn)
y2 = f2(tay17y27 cee 7yn)

(2.10)

yn = fn(t7y17 Y2, - - 7yn)
Se le funzioni f, fo, ..., f, sono lineari nelle variabili y1, ys, . . . , y, il sistema & detto lineare;
se le funzioni fi, fo, ..., f, non dipendono dal tempo il sistema ¢ detto autonomo.

Il sistema (2.10) puo essere scritto utilizzando la forma vettoriale

Y =F(t,Y),
con
Y1 fitY)
y=|?” o po |V
" falt.Y)

Esempio 2.4.2. Il sistema (2.9) pud essere riscritto nella forma

y=Ay,

(o) et
Y2 a; —asg

Un sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine a due incognite puo essere
scritto nella forma

. i U1 . y’1 . a b
(2.11) y= Ay, Cony—<y2), y—(y.Q), e A_<c d).

con
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Per analogia al caso unidimensionale cerchiamo anche qui soluzioni nella forma
Y= k-e )

cioe
At

y1 = ki -e e Yo = ko - M.

Sostituendo in (2.11) si ottiene:

y'l:kl-/\-eM:a-kl-e’\t—i—b-kQ-e’\t
y'g:kg-)\-e’\t:c~k1-e)‘t+d-k2-e’\t

cioé

(21 {m T bky = Ny

C]fl + dkg == /\k’Q

che, in forma matriciale, diventa
Ak = Mk .
Se esistono k =+ 0 e A € C con queste proprieta diremo che A ¢ un walore proprio (o

autovalore) e k & un vettore proprio (o autovettore) della matrice A.
Il sistema (2.12) puo essere scritto nella forma

() e (a24) =)

. - = : ) —A .
che ammette la soluzione k£ # 0 se e solo se i vettori <a . ) e ( ) sono linearmente

b
d— A
dipendenti, cioé se il loro determinante € nullo:

a— A\ b
c d— A\

‘:0 = N —(a+d)-AN+ad—bc=0

(nota: tale equazione & detta equazione caratteristica). Per ciascuna delle soluzioni A\; e Ag
dell’equazione caratteristica si determina un corrispondente vettore proprio v7, rispettiva-
mente vy; grazie alla linearita del sistema ne segue la soluzione

y(t) =a-v; - M+ B vy et

Si potrebbe ottenere il caso particolare A\; = Ay = A. In questo caso si pud dimostrare che
la soluzione generale & della forma

y(t) = (C;igf) oM
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Esempio 2.4.3. Risolviamo il sistema (2.9) con l'aiuto dei vettori. L’equazione caratte-
ristica ¢:

(—a; —A)-(—ag—A)—0-a; =0

e fornisce le soluzioni A\ = —a; e Ay = —a», dalle quali si ricavano i vettori propri

HEES
Y2 a1—a2

relativo al valore proprio A\ e

relativo al valore proprio \s. Si ottengono cosi le soluzioni

yit) =Cp e
Ya(t) = “. Cy-e M 4 Oy - g7 %2t

a1 — a2

Inserendo le condizioni iniziali y;(0) = A e y2(0) = 0 si ha:

A=-C4
0=—"" 0 -0
a1 — as
da cui y
Ci=A o (=0
a1 — as
Infine:
y(t)=A-em!
_ A ay —aot —ait
y2(t)_a1—a2 e~ %2t — emmt)

Esercizio 2.4.1. Risolvere i seguenti sistemi di equazioni differenziali:

] Y1 = 2ys , y1(0) =1
Yo = —Y1 — 32, yz(o) =—4
9 Y1 = Y2 , yl(o)zl
Yo = —Y1 , yz(o) =0
3 Y1 = Y12 , y1(0) =0

Yo = 4y1 — 32 , y2(0) = —1
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2.5 Punti stazionari e stabilita

Definizione 2.5.1. Una soluzione di un’equazione differenziale si dice stazionaria se le
derivate di questa soluzione si annullano.

Nell’equazione logistica

si possono determinare i punti stazionari ponendo y = 0; si otterranno le due soluzioni
stazionarie
731 =0 e Yo =Fk.

Per caratterizzare un sistema ¢ interessante conoscere, oltre che le soluzioni stazionarie, il
suo comportamento quando si introducono delle perturbazioni vicine ad un punto staziona-
rio. Analogamente a quanto visto per le equazioni alle differenze, é interessante conoscere
la stabilita delle soluzioni stazionarie.
Per analizzare la stabilitd di un punto stazionario si introducono delle piccole deviazioni
da esso, cioé

y(t) =g +ul(t), con u(t) < 1.

Consideriamo il caso dell’equazione logistica. Riscrivendo I’equazione differenziale si ha:

- PEUY Grwy = (1-2) 5 AN
u=r (1 ’ ) (g+u)=r (1 k> y+u-r (1 k) P

Visto che 7 € una soluzione stazionaria, il termine (1 — %) -y € uguale a 0 e inoltre il termine

u2 ~ . N . . N 9 . . .
7 r & molto piccolo e pud essere trascurato. Si ricava cosi 'equazione differenziale

. 2y
—u-r-[1=22
U ur( k)

u(t) = up - e(1=5)t

che ha la soluzione

Se y = 0, u(t) cresce esponenzialmente, dunque il sistema deviato leggermente dal punto
stazionario si allontana sempre piti: questo punto é instabile.

Se invece y = k, u(t) decresce esponenzialmente e tende a 0: questo punto d’equilibrio si
dice stabile.

2.6 Il modello preda—predatore di Volterra—Lotka

Questo modello, ormai settantenne ma sempre valido, gia visto in forma piti semplice con
le equazioni alle differenze, descrive le interazioni tra due popolazioni, una preda e ’altra
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predatrice. Il sistema ¢ descritto da due equazioni differenziali non lineari:

t=x-(a;—b-y), x(0)=uzg
y=y- (—az+by-x), y(0)=uyo

x = z(t) ¢ la densita della popolazione preda il cui tasso di mortalita ¢ proporzionale alla
presenza del predatore y = y(t); quest’ultimo ha il tasso di crescita proporzionale alla
presenza delle prede x = x(t).
Le soluzioni stazionarie sono:

as a
(Z1,91) = (0,0) e (T2, %) = | =0 ] -
by " by
Per analizzare la loro stabilita introduciamo delle piccole deviazioni:

z(t) = T4u(t), uw)=u<1
yit) = y+o(t), v0)=v<1.

Riscriviamo il sistema con questa ipotesi e otteniamo:

i = (Z+u)=u=(T+u) (a1 —b-(F+v))=
al—bl-§)+u~(al—bl-ﬂ)—bl'iw—byu-v:
al—bl-g)—b+-f-v

=@ +v) (—ax+by- (THu)=v-(—a2+by-T)+by-y-u

(
(

z
u
o=

che sono due equazioni differenziali lineari.

. . . az a1 .
Per il punto stazionario | —, — | otteniamo:
by " by
by -a
u:—1b2~v, u(0) = ug
2
by -
b= = a1~u, v(0) = vy
b

che ¢é un sistema lineare, gia visto in precedenza, che possiede la soluzione

as a
che rivela I'instabilita del punto stazionario <b—2, b—1>
2 b1

(=2 +(y—9)*=..
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2.7 Stabilita di sistemi lineari

Definizione 2.7.1. Una soluzione di un’equazione differenziale si dice asintoticamente
stabile se esiste un d > 0 tale che

lim y(t) =y
per ogni soluzione con
ly(0) =gl <.

Nei sistemi lineari § = Ay la soluzione generale é data dalla combinazione lineare dei
termini a(t) - e** dove a(t) sono polinomi in ¢ e A\; € C i valori propri della matrice A.
Possiamo cosi formulare il seguente teorema:

Teorema 2.7.1. Ogni soluzione y(t) dell’equazione § = Ay ¢é stabile se tutti i valori propri
di A hanno parte reale negativa.

ar  —a2
la soluzione stazionaria (0,0) ¢ dunque asintoticamente stabile.

Nella (2.9) la matrice A = < ) possedeva i valori propri A\; = —a; e Ay = —as:

2.8 Stabilita di sistemi non lineari

La stabilita di sistemi non lineari puo essere analizzato riconducendosi a quella dei sistemi
lineari attraverso una linearizzazione del sistem non lineare nell’intorno della soluzione
(sviluppo in serie di Taylor).

Teorema 2.8.1. Sia dato un sistema di equazioni differenziali del primo ordine

Y:F(y17y27"'7yn)7

dove le funzioni componenti di F', fi(y1, Y2, ..., Yn) posseggono derivate parziali di secondo
ordine continue. Allora la soluzione stazionaria del sistema € asintoticamente stabile se le
parti realt dei valori propri della matrice di Jacobi J nel punto Y

ofi  Ofi of1
Oy1  Oy2 ' Oyn
Ofs  Of2 Ofs
_ 5 3 3
J(Y) — Y1 Y2 Yn
Ofn  Ofn Ofn
dy1r Oy2 "7 Oyn/ ¥y

sono tutte negative.
Esempio 2.8.1. Consideriamo il modello competitivo di Volterra

1 =1 —g1-(hi-yr+he-y2)) -
Yo =(ro—g2-(h1-y1+he-92)) 2
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La crescita delle due popolazioni porta ad una diminuzione delle risorse, proporzional-
mente alla concentrazione delle popolazioni con i fattori h;, rispettivamente h,. Questa
diminuzione agisce diversamente sulle due speci, da cui I'introduzione dei coefficienti g, e,

rispettivamente, g,.

Se vogliamo analizzare la stabilitd del punto stazionario (0, %) determiniamo la
g2 - N2
matrice di Jacobi:
— _ (r1—=2g1-hi-Y1—g1-ha- Do —g1-ha -1 B
JY) = - _ _ =
—g2-h1- Yo T2 — 292 - ha Yo —ga-hi- U (0 T2>
»g2Ah2

I suoi valori propri sono:

1
)\1:7"1—7'2'9— (& )\2:—7"2.
92
Ay € sempre negativo, mentre A\; é negativo se
T 1 T2 1
na (ose —>—)
T2 g2 g2 g1

che porta al criterio seguente:

due diverse popolazioni che vivono nello stesso habitat e si nutrono delle stesse
risorse non possono coesistere in un equilibrio stabile. La popolazione che ha il
rapporto g maggiore si imporra sull’altra.



