Autovalori e autovettori
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[> restart:
(> with(linalg):
War ni ng, the protected nanes norm and trace have been redefined and
unpr ot ect ed

| Lamatriceidentitas indicacon &*(). Introduciamo un smbolo piti facile daricordare:
> alias(1d=&*());

Id

SaA unamatrice quadrata di ordine n e v un vettore con n componenti. Prendiamo, nel seguito, n=2. La
matrice A e lamatrice di un‘applicazione linearef da R verso R, Calcolareil prodotto Av equivae cosi
acacolaref(v). Tavoltacd s chiede se esstono punti fiss per lafunzione f (ossavettori v per i qudi vae
f(v)=v) o anche se esstono vettori v pardldi dlaloro immagine sotto f, ossia se esstono vettori v con f(v
)=I v per un certo vaoredi | nonnullo. Il vdorel é detto autovaore (o vaore proprio o vaore
carateristico) di f (edi A) ev el rdativo autovettore (0 vettore proprio o Vettore caratteristico).

Per determinare gli autovalori di A bastarisolvere I'equazione Av=I v, che e equivdentea Av - | v =0,
ossa (A-I1dyv=0.

Affinché d dano dele soluzioni non nulle deve vdere | equazione caratteristicadi A: det(A - | 1d) = 0. det(
| A -1 1d) édetto polinomio caratteristico di A.

| Congderiamo la seguente matrice A e determiniamone gli autovaori.
(> A :=matrix(2,2,[[8,-5],[-1,4]1);

€8 -5y
I A'_gl 44
[> car_eq := det(A - lanmbda*1d) = O;
L car_eq:=27- 12| +1%=0
[ > | anbda : = sol ve(car_eq, | anbda);
L | :=9,3
[ > | anbda[ 1] ;

9

[ > | anbda[ 2] ;




| 3

[ Per determinare gli autovettori basta sodtituire gli autovaori in Av=| v.
[=] Autovettore rdlativo al

[> v := vector([x,Vy]);

i vi=[X,Y]

(> A& v - lanbda[1] * v = [0, 0];

i (A&* v)- 9v=[0,0]
[ > eval M%) ;
L [-x-5y,-x-5y]=[0,0]

T > solve({lhs(%[1]=0, Ihs(%[2]=0},{x,y}):

. {y=y,x=-5y}
[ > nul l space(A - lanbda[1] * 1d);
| {[-5.1]}
[=] Autovettorerdlativo al
[> v .= vector([x,y]);
i vVi=[XY]

[> A & v - lanbda[2] * v = [0, 0];
(A&* v)- 3v=[0,0]

> eval M9 ;

i [5x-5y,-x+y]=[0,0]

[ > solve({lhs(%[1]=0, |hs(%][2]=0},{x,Vy});

i {y=y.x=y}
[ > nul |l space(A - lanmbda[2] * 1d);

L L {[1 1]}

| Naturdmente con Maple S possono autometizzare molte operazioni:

[> restart:

(> with(linalg):

War ni ng, the protected names norm and trace have been redefined and
unpr ot ect ed

> alias(1d=&*());

i Id
> A :=mtrix(2,2,[[8,-5],[-1,4]]);
_é8 -5y
A“‘§1 Py

[ Il comando charmat(A, | ) cacolalamatrice caratteriticadi A ndlincognital :
[ > charmat (A, | anbda) ;

g-8 s

i é1 | -4

[ 1l comando charpoly(A, | ) calcolail polinomio caratteristico di A ndl'incognital
[ > char pol y(A, | anbda) ;




I 12121 +27
[ 1l comando eigenvals(A) cdcolagli autovdori di A:
[ > eigenval s(A);
L 9,3
[ 1l comando eigenvects(A) cdcolagli autovaori di A, laloro molteplicitaei relativi autovettori:
[ > ei genvects(A);
L [3’1’{[1’1]}]’[9’1’{['5’1]}]
(larigasopravacos interpretatac 3 € un autovalore di A con molteplicita 1 e relativo autovettore [1,1]; 9
| éunautovaloredi A con molteplicita 1 e relativo autovettore [-5, 1])

Applicazione ai sstemi di equazioni differenziali lineari del primo ordine
[> restart:

(> with(linalg):

War ni ng, the protected names norm and trace have been redefined and

unpr ot ect ed

> alias(1d=&*());

I Id
(> odel := diff(yl(t), t) = 2*y2(t);
odel ::ﬂ—ﬂtyl(t) =2y2(t)
> ode2 1= diff(y2(t), t) = -yl(t) - 3*y2(t):

il
ode2 i=ﬁy2(t)=-y1(t)- 3y2(t)
(> initconds := y1(0) = 1, y2(0) = -4,
initconds :=y1(0)=1,y2(0)=-4

[ Lamatrice del sigtema &

(> A :=matrix(2,2,[[0,2],[-1,-3]]);
&0 24

i A=g

[ Gli autovaori erdativi autovettori:

[> v := eigenvects(A);

L V::[-l, 1!{['21 1]}]1['2! 1!{[1!'1]}]

(> lanbda[1] := v[1][1]; lanbda[2] := v[2][1];

l,=-1
i l,:=-2
[> vl o= (v[1][3][1]); v2 := v[2][3][1];
vl=[-2, 1]
L v2:=[1,-1]
[> wl := Cl * exp(lanmbda[1]*t) * vli;

(-t)
wl=Cle Vi1



[> w2 .= C2 * exp(lanbda[?2]*t) * v2;

(-21)
w2:=C2e v2

[>Y = wl + wW2;

(-1) (-21)
Y:=Cle Vv1+C2e v2

\%
<
I

eval m( % ;
I vi=[-2c1e "V +c2e Y c1el - c2e P
[ Condizioni inizidi: y1(0) = 1, y(0) = -4:
> sol := solve({eval (subs(t=0,Y[1])) =1,
eval (subs(t=0,Y[2]))=-4},{C1, C2});
ol :={C1l=3,C2=7}

]

|f> assi gn(sol);
[ Lasoluzione:
(> "yl(t)t = Y[1]; Cy2(t)' = Y[2];

(-t) (-21)
yl(t)=-6e +7e

=3¢ . 767"

E Naturamente S poteva procedere direttamente con il comando dsolve:
[ > dsol ve({odel, ode2, initconds}, {yl(t), y2(t)});

- 2 - 2
i yiy=-6¢ " +7e 2" yarty=3e""- 7672y

Un altro esempio:

[> restart:

(> with(linalg):

War ni ng, the protected names norm and trace have been redefined and
unpr ot ect ed

> alias(1d=&*());

Id
> odel = di ff(yl(t), t) = y2(t):
odel ::ﬂltyl(t) =y2(t)
> ode2 1= diff(y2(t), t) = -yl(t):

ode2::%y2(t):-y1(t)
"> initconds := y1(0) =1, y2(0) = 0;
initconds :=y1(0)=1,y2(0) =0

[ Lamatrice del sigema &
[> A:=mtrix(2,2,[[0,1],[-1,0]]);

50 1u
A=
§<L ot

[ Gli autovaori erdativi autovettori:

[



(> v = eigenvects(A);

I v=[LL{L L -1 L {1 - 1]} ]
[ > lanbda[ 1] := v[1][1]; lambda[2] := v[2][1];

1

i I, =-1
(> vl = (v[1][3][1]); v2 := v[2][3][1];

vli=[1,1]
L v2:=[1,-1]
[> wl := Cl * exp(lanmbda[1]*t) * vli;
. wl:=C1 e(I v vl
[> w2 := C2 * exp(lanbda[2]*t) * v2;

(-11)
w2:=C2e v2

> Y = wl o+ wW2;

(1t (-11)
Y=Cle v1+C2e v2

\
<
I

eval m( 99 ;
I v=icie Yvc2e” Vet V- 1c2e
[ Condizioni inizidi: y1(0) = 1, y(0) = 0:
> sol := solve({eval (subs(t=0,Y[1])) =1,
eval (subs(t=0, Y[ 2]))=0}, {C1, C2});

1 1
sol ={Cl=—C2==}
2 2

E> assi gn(sol);
[ Lasoluzione:
[> "y1(t)" = Y[1]; "y2(t)' = Y[2];

1 o0t 1 1y
+—e

1(t) ==
yut)=Je 47
1 oo 1 (1o
t)=—I -~
q yat)=>le T le
[ 1 numeri compless non li vogliamo nella soluzione:
> "y1(t)' = convert(Y[1],trig);
i y1(t) = cos(t)
[> "y2(t)" = convert(Y[2],trigQ);

y2(t) :§| (cos(t) + 1 sin(t)) - %| (cos(t) - 1€n(t))
> simplify(9%:;

L y2(t) = - an(t)
[ Naturalmente s poteva procedere direttamente con il comando dsolve:
[ > dsol ve({odel, ode2, initconds}, {yl1(t), y2(t)});

{yA(t) = cos(t), y2(t) = - sn(t) }




